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� ������ ������ ����� �� � � !"�#���$�� ��"	��%
gab(φ) "�� "����%������� &���� Bab(φ) �� � � ���'���
�"� gαβ = eφηαβ "�� ��� ������ �"$�� �� ������!��
!% � � ("��"���"��

L =
1
2

2π∫
0

[√−ggαβgab(φ)
∂φa

∂xα

∂φb

∂xβ

+εαβBab
∂φa

∂xα

∂φb

∂xβ

]
dx.

)��� gab(φ(t, x)) �� � � ������ ������ �' �$�	� n�
���������"� �*"�� φa(x + 2π) = φa(x)
 +a, b =
1, 2, . . . , n,�

gab(φ) = gba(φ), Bab(φ) = −Bba(φ).

gμν �� � � ������ ������ �' -"� �*"��
 �"����� �*"��
�� �$�	� �*"�� �� *���� φ(t, x) "�� μ, ν = 1, 2, ..., n�
.�� ������ �"�  "	� � � "�!���"�% ����"�$���
gαβ(t, x) �� � � ������ ������ �' �$�	� ��� �*"��

+α, β = 0, 1,� /� � � ��*��� '���"����

gab(φ) = eμ
a(φ)eν

b (φ)gμν .

0 � ��*��� eμ
a �"���'% �� ��������� gμν =

eμ
a(φ)eν

b (φ)gab(φ)� /� � � ���'���"� �"$��

gαβ = eθ(t,x)ηαβ

("��"���"� ���� ��� ��*��� �� &��� θ(t, x)�

�������� �	 
������ 0 � ��$"���� ���

gab(φ)ηαβ ∂2φa

∂xα∂xβ
+ Γabcη

αβ ∂φb

∂xα

∂φc

∂xβ
+

Habcε
αβ ∂φb

∂xα

∂φc

∂xβ
= 0, +�,

Γabc =
1
2
(
∂gab

∂φc
+

∂gac

∂φb
− ∂gbc

∂φa
),

Habc =
∂Bab

∂φc
+

∂Bca

∂φb
+

∂Bbc

∂φa
.

/� � � ����� �' ��*��� � � ����������

Γc
ab(φ) =

ec
μ

2
[
∂eμ

a

∂φb
+

∂eμ
b

∂φa
]

�� �%������� �� a
 b� 0 � '$������ Habc �� " ���"�
"����%������� '$������ �� a
 b
 c�

������
�� 
�������� (�� $� ������$�� ��� 	"���
"!��� �� �!�"�� &��� ����� ��$"���� �����"� �' ������
����

Jμ
0 (φ) = ea

μ(φ)[pa − Bab(φ)φ
′b]

Jμ
1 (φ) = eμ

aφ
′a,

�"�����"� ������$�

pa(t, x) = gab(φ)φ̇b + Babφ
′b, φ̇a =

∂φa

∂t
, φ

′a =
∂φa

∂x
.

1�$"����� �' ������ �� ��� 	"��"!��� "���

∂0J
μ
1 − ∂1J

μ
0 = Cμ

νλ(φ)Jν
0 Jλ

1 ,
∂0J

μ
0 − ∂1J

μ
1 = −Hμ

νλ(φ)Jν
0 Jλ

1 .
+�,

)��� Cμνλ �� � � ��������

Cμ
νλ =

∂eμ
a

∂xb
(eb

νea
λ − ea

νeb
λ) = (

∂eμ
a

∂xb
− ∂eμ

b

∂xa
)eb

νea
λ. +�,
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������� �	 ���� (�� $� �������� ����$�"���� ���
�"���� '$������ Jμ

α , α = 0, 1 �� � � * "�� �*"�� ��
� � �.�

{Jμ
0 (x), Jν

0 (y)} = Cμν
λ (φ)Jλ

0 (x)δ(x − y)

+Hμν
λ (φ)Jλ

1 (x)δ(x − y),

{Jμ
0 (x), Jν

1 (y)} = Cμν
λ (φ)Jλ

1 (x)δ(x − y)

+gμν ∂

∂x
δ(x − y),

{Jμ
1 (x), Jν

1 (y)} = 0.

(�� $� ������$�� � ��"� 	"��"!����

Uμ = δμνJ0ν + Jμ
1 , V μ = δμνJ0ν − Jμ

1 .

0 � � ��"� 	"��"!��� �"���'% � � '�������� ���"����� $��
��� �. 3�4�

{Uμ(x), Uν(y)} =
1
2
[(3Cμν

λ + Hμν
λ )Uλ−

(Cμν
λ + Hμν

λ )V λ]δ(x − y) + δμν ∂

∂x
δ(x − y),

{V μ(x), V ν(y)} =
1
2
[(3Cμν

λ − Hμν
λ )V λ−

(Cμν
λ − Hμν

λ )Uλ]δ(x − y) − δμν ∂

∂x
δ(x − y),

{Uμ(x), V ν(y)} =
1
2
[(Cμν

λ + Hμν
λ )Uλ+

+(Cμν
λ − Hμν

λ )V λ]δ(x − y).

)��� '$������ Hμνλ(φ) �� "� "�������"� �5����"� ����
����� 0 ��� �.6� '��� "���!�" �'�

1)Cμν
λ = 0, Hμν

λ = 0

"�� '$������� Uμ(x) "�� "!���"� �$������7

2)Cμν
λ , Hμν

λ

"�� ���$��$�� �����"��� fμν
λ �' (�� "���!�"
 "�� � �

'$������� Uμ(x) "�� � ��"� �$������� )��� "�� ���
*����!����% �� ���*��'% � �� "���!�"�

1) Hμν
λ = −Cμν

λ ,

{Uμ(x), Uν(y)} = Cμν
λ Uλδ(x − y) + δμν ∂

∂x
δ(x − y),

+�,
2) Hμν

λ = Cμν
λ ,

{V μ(x), V ν(y)} = Cμν
λ V λ − δμν ∂

∂x
δ(x − y).

8� �� ��� ����� ���� � � ���"����� ����$�"����
���"������ 0 � � ��"� �$������ Uμ �� &��� �"�� "�� V μ

�� ������ �"�� '��� 9"��:���% "���!�"�� 1�$"�����
�' ������ �� ��� ������ �������"���

x± =
1
2
(t ± x),

∂

∂x± =
∂

∂t
± ∂

∂x

 "	� � � '�������� '����

Hμ
νλ = −Cμ

νλ, ∂−Uμ = 0, ∂+V μ = 2CμνλUνV λ,

Hμ
νλ = Cμ

νλ, ∂+V μ = 0, ∂−Uμ = −2CμνλUνV λ.

0 � � ��"� �$������ Uμ(x) "�� �����"���� �' ��"���"�
���� �� � � �$�	�� �*"��

δφa(x) = {φa(x), cμUμ(x)} = cμea
μ(φ) = ca(φ).

���$��"���$��%
 � �% "�� �����"���� �' ���$* ��"���
'���"����� ��� ���$��$�� �����"�� Cμν

λ �� � � �"��
���� �*"���

��� ��������
� ������ �
��
 ���� ��



�
���
� Cμν
λ = 0

0� ������$�� ������"!�� �%�"���"� �%���� �� �$��
 "	�  ���"�� % �' �. !�"�#��� "�� &��  ���"�� % �'
)"�������"�� � ��$� !��)"��������% ���������� 8�
 "	� $��� � �  %����%�"��� "**��"� �' ;$!��	��

<�	�#�	 3�
�4 �� ������"!�� �%����� "�� ;$!��	�� 3�4
���$����� �' 8;== "�����"��	��% ��$"���� �� ����
���$�� ��� ������"!�� ������ ��$"����� �'  %����%�
�"��� �%*� �� � � ����������� 
���"�� �*"�� �' � ��"�
�$������ 3>?24� 0 � !"��� ���" �'  %����%�"��� "*�
*��"� �� ������$����� �' ���*"��!�� �. �' "!���"�
�$������ '��� �. �� � � -"� �*"�� �' �$������ "��
'��� �. �� � � �$�	�� �*"�� �' �$������� 0 � @"��!�
�������% '�� ���*"��!�� �. ��� �� 8;== "�����"��	�
��% ��$"���� '�� ������ ������ �' �$�	�� �*"��� ����

�� �"� ������$�� ���$����� �*��"��� '��� )"����
����"� �*��"���� �' -"� �. "�� �' ���*"��!�� �.�
0 � ������� �' ���$����� �*��"��� �����"�� ��� �.�
"�� ��� )"�������"�� � ��$� !��)"��������% ����
�������

�� ����
����� �����
 �����

���� 
������� �������

���� �� �"% �� ������$�� ������"!�� �%�"���"� �%��
��� �� � � '��������� 8� �$��  "	� � �  ���"�� %
�' )"�������"�� "�� &�� � �  ���"�� % �' �. !�"�#�
���� 0 �� �"% �� ���� ���*�� �' � � �%�"���"� �%����
 "	� ���� ���$* ���$��$��� (�� ������� Ca

bc(φ)) �= 0
"�� Cabc "�� ���$��$�� �����"��� �' " (�� "���!�"� /�
!��)"�������"� "**��"� �� ������"!�� ������ ������
��� �����"�� ������� ��  "	� ���������� � � ����
���	�� *������	� � ��"� �$������ Cn(U(x)) "� ���"�
&���� �' � � 
���"�� �"��'���� 0 � *������	� "��
����*������	� ���"� � "���� �' ��	"��"�� � ��"� �$��
����� '��� � �  ���"�� % �' ��� )"�������"��� 0 �
*������	� ��	"��"�� �$������ "�� ��������� �' �"�����
�*��"����� 0 � ����*������	� �$������ "�� '$�������
�' *������	� �$������� ����$�"���� ���"����� +�,
� �� � "� �$������ Uμ '��� ������ "���!�"� 0 ����
'���
 �� ���� �������� �. �' ��� � � ��"� �$������ Uμ

"�� )"�������"�� ������$���� ���% '��� ��� � �$��
������ 0 � �����"�� ������� ���� ��� ������!$�� ��
��$"���� �' ������
 !$� �� ��	�� *����!����% �� ���
����$�� ���$* ���$��$�� "�� �� ������$�� �%�������
���$��$�� �����"���

��A



(�� tμ "�� � � �����"���� SU(n)
 SO(n)
 SP (n)
�' (�� "���!�"��

[tμ, tν ] = 2ifμνλtλ. +>,

0 ��� �� "�������"� ���"���� '�� �����"���� (�� "���!�"
�� � � ��&������ �' �"���5 ��*������"����� 0 ��� ��
'�������� ���"���� '�� �%������� ��$!�� *���$�� ����
��"���� �' SU(n) "���!�"�

{tμ, tν} =
4
n

δμν + 2dμνλtλ, μ = 1, ..., n2 − 1. +�,

)��� dμνλ �� ���"� �%������� ���$��$�� �����"�� ����
���� 0 � �����"� ���"���� '�� ���"� �%������� ���*��
*���$�� �' SO(n) "�� SP (n) "���!�"�  "� '����

t(μtνtλ) = vρ
μνλ tρ. +2,

)��� vρμνλ �� ���"� �%������� ���$��$�� �����"�� ����
���� 0 � ��	"��"�� � ��"� �$������ �"� !� ������$����
"� *���$�� �' ��	"��"�� �%������� ��������

d(μ1...μn) = dk1
(μ1μ2

dk2
μ3k1

...d
kn−3

μm−1μM ),

dμ1μ2 = δμ1μ2

'�� SU(n) ���$* "�� �����"� � ��"� �$������ Uμ�

Cn(U(x)) = d(μ1...μn)Uμ1Uμ2 ...Uμn , C2 = δμνUμUν .
+A,

��% �' � �� �$������ �"���'% �� ��$"���� �' ������
∂−C(n)(U(x)) = 0� � �����"� ������$����� �"� !�
$��� '�� SO(n)
 SP (n) ���$*�� 0 � ��	"��"�� � ��"�
�$������ �"� !� ������$���� "� *���$�� �' ��	"��"��
�%������� �����"�� ������

v(μ1...μ2n) = vν1
(μ1μ2μ3

vν1ν2
μ4μ5

...v
ν2n−3

μ2n−2μ2n−1μ2n),

vμ1μ2 = δμ1μ2 .

"�� �����"� � ��"� �$������ Uμ�

C2n = vμ1...μ2nUμ1 ...Uμ2n , C2 = δμ1μ2U
μ1Uμ2 . +B,

0 � ��	"��"�� � ��"� �$������ '�� SU(2)
 SO(3)

SP (2)  "	� '����

C2n = (C2)n. +��,

���� �� '"���% �' ��	"��"�� �%������� �$������ Jn

�� !"��� �� � � ��	"��"�� �%������� � ��"� �$������
�� ���*�� (�� ���$*�
 ��"��C�� "� �%������� ��"��
�' n *���$�� � ��"� �$������ U(x) = tμUμ, μ =
1, . . . , n2 − 1�

Jn = SymTr(U...U). +��,

0 ��� ��	"��"�� �$������ "�� *��%����"�� �' *���$��
�' !"��� � ��"� �$������ Ck, k = 2, 3, ..., k� 0 � ����
�$�"���� ���"����� '�� � ��"� �$�����  "	� '����

{Cm(x), Cn(y)} = Wmn(y)
∂

∂y
δ(y − x)

−Wnm(x)
∂

∂x
δ(x − y).

)"�������"� '$������ Wmn(x) '�� &���� ���������"�
SU(n)
 SO(n)
 SP (n) ���$*  "� '����

Wmn(x) =
n − 1

m + n − 2

∑
k

akCm+n−2,k(x), +��,

∑
k=0

ak = mn.

)��� � � ��	"��"�� ���"� �%������� �$������
Cn,k, k = 1, 2... "�� ��� �$������
 � �� "��
*��%����"�� �' *���$�� �' !"��� ��	"��"�� �$������
Cn1Cn2 ...Cnn 
 n1 + ... + nn = n� 0 �% �"� !� �!�
�"���� �$���� �"��$�"���� �' ���"� �%������� ��	"��"��
�$������ Jn !% ��D����� ��*�"������� �' ��$!�� *����
$�� $���� +�, '�� SU(n) ���$* "�� ���*�� *���$��
$���� +2, '�� SO(n) ���$*� 0 �� �. �"� !� ���������
"� �. �'  %����%�"��� �%*�

{Cm(x), Cn(y)} = − n − 1
m + n − 2

+��,

× ∂

∂x
Cm+n−2,k(x)δ(x − y)

− Cm+n−2,k(x)
∂

∂x
δ(x − y).

)��� "�� ���% l = n−1 *������	� ��	"��"�� ������� '��
SU(n) "���!�"
 l = n−1

2 '�� SO(n) "���!�" "�� l = n
2

'�� SP (n) "���!�"� )�� �� ��	"��"�� �$������ Cn '��
n ≥ l + 1 "�� ����*������	� �$������ "�� � �% "��
*��%����"�� �' *������	� �$������� 0 � � "����
 ����
���*������ �� ����*������	� � ��"� �$������
 "�� ���
�"����� �*��"����� 0 � �5*������� '�� � ��� *��%���
��"�� "�� �!�"���� '��� � � �����"���� '$������

det(1 − λtμUμ) = eTr(ln(1−λU)) = exp (−
∞∑

n=2

λn

n
Jn).

)��� �5���� ���% ��� *������	� ��	"��"�� ������ ��
SU(2)� 0 � ��	"��"�� ��� *������	� ������� '�� n ≥ 2
"�� '$������� �' *������	� ������� (�� $� ������$��
� � ���"� � ��"� �$������ !"��� �� � � ��	"��"�� �%��
������ *��%����"�� �� SU(2) (�� ���$*�

C2(U) = δabU
aU b, Cn(U) = (δabU

aU b)n,

� ��� n = 1, 2, ...�

{C2(x), C2(y)}=2C2(y)∂yδ(y−x)−2C2(x)∂xδ(x−y).

C2(x) �� ���"� &��� �� � � 
���"�� �*"�� �' � ��"�
�$������� �� )"�������"�� �� � ���� '$�������

Hn =
1

2(n + 1)

2π∫
0

Cn+1
2 (y)dy. +��,

0 � ��$"���� �' ������ '�� ������% �' &��� �"�����
�*��"���  "� '����

∂C2

∂tn
+ (2n + 1)(C2)n C2

∂x
= 0. +�>,

0 � ��$"���� '�� �$������ Cn
2 �� '���������

∂Cn
2

∂tn
+ (2n + 1)(C2)n Cn

2

∂x
= 0.

��B



0 �� ��$"���� �� ��	����� .$����� ��$"����� 8� ����
�� &�� � � ���$���� �� � � '����

Cn
2 (tn, x) = exp (a + i(x − tnCn

2 (tn, x))).

0� �!�"�� ���$���� �� ������� ��$"���� �' ������ ��
'�������� '���� Yn = ZneZn 
 � ��� Yn = itne(a+ix)

Zn = itnCn

2 . 0 � ��	���� ��"��'���"���� Zn =
Zn(Yn) �� ��&��� !% ("�!��� '$�������

Cn
2 =

1
i(2n + 1)tn

W (i(2n + 1)tnea+ix).

������$����%
 ���$���� '�� &��� �"����� �*��"��� ���

C2(tn, x) =
(

1
i(2n + 1)tn

W (i(2n + 1)tnea+ix)
) 1

n

.

+��,
0 � ��$"���� �' ������ '�� �����"� � ��"� �$����� Uμ

��&��� !% �. +>, "�� )"�������"� +��, ���

∂Uμ

∂tn
= ∂x[Uμ(UU)n], μ = 1, 2, 3.

�� �������� �����������

�����������
 
����

/� � � �"��
 �' ��������� �' �"���5 ��*������"���� n
�� ��� &����
 "�� � ��"� �$������ "�� *������	� �$�������
0 �� �"�% �� ��� '��� �5*������� '�� ��� � ��"� �$��
����� Cm,k � ��� �5"�*���

C8,1 = C8 +
2
n

C3C5 − 2
n

C2C6.

0 � "���!�" �' �. '�� � ��"� �$������  "� � � '����

{Cm(x), Cn(y)} = Wmn(y)
∂

∂y
δ(y − x)−

+Wnm(x)
∂

∂x
δ(x − y). +�2,

Wmn(x) =
mn(n − 1)
m + n − 2

Cm+n−2(x). +�A,

0 �� �. �"���&�� �� �#����%������� ���������
{Cm(x), Cn(y)} = −{Cn(y), Cm(x)}� @"��!� �����
���% ��*���� ���������� �� � � )"�������"� '$������
Wmn(x)�

(Wkp + Wpk)
∂

∂Ck
Wmn = (Wkm + Wmk)

∂

∂Ck
Wpn

∂

∂x
Wkp

∂

∂Ck
Wnm =

∂

∂x
Wkm

∂

∂Ck
Wnp. +�B,

0 � @"��!� �������% �"���&�� '�� ������ ������
Wmn(U) +�A, '�� m = p '��� ���*"��!����% ������
���� �' 9����#��� δm+n−2,k "�� δp+n−2,k� 0 �� �.
�"� !� ��������� "� �. �'  %����%�"��� �%*� "��
������!�� � �  %����%�"��� � "�� +��� 3A
 B4 "�� ��'�
������� � �����,�

{Cm(x), Cn(y)} = −mn(n − 1)
m + n − 2

+��,

× ∂

∂x
Cm+n−2(x)δ(x − y)

− mnCm+n−2(x)
∂

∂x
δ(x − y).

0 � "���!�" �' � "����
2π∫
0

Cn(x)dx �� "!���"� "���!�"�

(�� $� � ���� "� )"�������"�� � � �"����� �*��"����
Cn�

Hn =
1
n

2π∫
0

Cn(x)dx, n = 2, 3... . +��,

0 � ��$"����� �' ������ '�� ��������� �' �"����� �*�
��"���� "�� � � '���������

∂Cm(x)
∂tn

=
1
n

2π∫
0

Wmn(y)∂yδ(y − x)dy− +��,

− 1
n

2π∫
0

Wnm(x)∂xδ(x− y)dy =
m(n − 1)
m + n − 2

∂xCm+n−2.

8� �"� ������$�� ��$"����� �' ������ '�� �����"� � ��
�"� �$������ Uμ $���� -"� �. +�, "�� )"�������"��
Hn +�A,
 � ��� Cn(x) �� ��&��� !% +A, '�� SU(∞)
���$*�

∂Uμ(x)
∂tn

=
1
n

2π∫
0

dy{Uμ(x), Cn(y)}0,

∂Uμ(x)

∂tn
=∂x(dk1

μ1μ2
dk2

k1μ3
...dkn−3

μn−1μUμ1(x)...Uμn−1(x)).

+��,
�� �5"�*�� �� �������� n = 3�

∂Uμ

∂t3
= ∂x(dμνλUνUλ).

.% �����"� �"���� �� �"� �!�"�� ��$"���� �' ������
'�� � ��"� �$������ �' SO(n)
 SP (n)�

∂Uμ(x)

∂tn
= ∂x(vk1

μ1μ2μ3
...vk2n−3

μ2n−2μ2n−1μUμ1 ...Uμ2n−1).

+��,
�� �5"�*�� �� �������� n = 4�

∂Uμ

∂t4
= ∂x(dμνλρUνUλUρ).

����
�
�������

0 �� ���# �"� �$**����� !% � � @���� ;��; ? 
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 *� ��B�����

�� =�;� E��� $�� /�����"!�� ������ ������ "��
����"������� �'  %����%�"��� �%*� �� ����� �'

��	"��"�� � ��"� �$������ FF ��� �� ����� �
��
!�
�	��� ���2
 ���� �+�,
 *� ������

2� =�;� E��� $�� /�����"!�� ������ ������ �� �����
�' � ��"� ��	"��"��� �' SU(n)
 SO(n)
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